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Theorie de Galois 



Corrige de la Feuille d'exercices 3 



Exercice 1. 



(i) Soit <f) : k[X] — > K le morphisme de /c-algebres defini dans l'enonce. Par definition 
de 11^, on a Ker(<^) = (II X ). De plus l'image de <f> est k[x]. Done (f> induit un isomorphisme 
de fc-algebres (k[X]/Kev((f))) ~ Im(^), e'est a dire (fc[X]/(II x )) ~ k[x\. 

(ii) Soit ^/ l'application de Hom.k- a ig(k[x], L) vers L definie pas &((f)) = <f>(x). Comnie 
x est une racine de U x G k[X], l'image de ^/ est contenue dans l'ensemble R des racines 
de U x dans L. De plus un morphisme (f> G Honifc_ a ^(fc[x], L) est entierement determine 
par (f)(x). Done ^ est injective. Maintenant soit y G R. On a un morphisme de &;-algebres 
naturel de <j) : &[X] — > L defini par </>(P) = P(y)- Comme y G P, on a (II X ) C Ker(</>). 
Done induit un morphisme de fc-algebres (f> : (k[X]/(Tl x )) — > L. D'apres (i), </> est un 
element de Honifc_ a / s (A;[x], L). Done ^ est surjective. 

Si L est un corps, 11^ a au plus deg(n K ) = [k[x] : fc] racines dans L, d'ou l'inegalite. 

(iii) Soit R G fc[-X] non constant irreductible qui divise P. Alors k[X]/(R) est un corps 
et la classe de X dans ce corps est une racine de R. Montrons le deuxieme resultat par 
recurrence sur le degre de P. Si P est de degre 1, P est deja scinde dans k. En general, 
on commence par construire une extension k C k\ comme ci-dessus tel que P a une racine 
x dans k\. Alors dans fci[X], P se factorise sous la forme P{X) = {X — x)Pi(X). En 
utilisant l'hypothese de recurrence, on obtient une extension k\ C k2 dans laquelle Pi est 
scinde. Done P est scinde dans &2- 

Exercice 2. Soit <fi : K — > K un morphisme de fc-algebres. 

(i) Le noyau de cj) est un ideal de K non egal a K (car (f)(1) / 0). Comme K est un 
corps, Ker(0) = {0} et (p est injective. Maintenant un endomorphisme lineaire injectif en 
dimension fini est un automorphisme. 

(ii) Soit x G K et K x le sous-corps de K engendre par les racines {x±, ■ ■ ■ , xn} de U x 
dans K. On a (f)({xi, • • • , xat}) C {xi, • • • , xat}, done Kx est stable par (f>. De plus 

[K x : fe] < [k[x n ] : fc][A[x„-i] :*:]••• [fc[xi] : k] < (deg(n x )) de ^ n ^ < oo. 

Done K x est de dimension finie sur k, et d'apres (i), (p induit un isomorphisme de K x . 
Done K x C Im(</>) et x G Im(</>). Done est surjective, done <j> est un automorphisme. 

Exercice 3. 

(i) Par definition, Q est algebrique sur Q. Maintenant, soit P(X) = ^2 0<i<n (iiX l G Q. 
Alors pour K = Q[xi, • • • , x n ], on a 

[K:Q]<[Q(x n ):Q}---[Q(x 1 ):Q]. 

Done [X : Q] < oo. Alors pour x une racine de P dans C, on a [Q(x) : Q] < [K[x] : 
X][X : Q] < oo. Done x G Q. Comme P est scinde dans C, il est scinde dans Q. 

On a clairement Autq(Q) C HoniQ_ a i g (Q, Q) C Homq_ a i g (Q, C). Maintenant, 
l'image d'un element algebrique sur Q par un morphisme de Q-algebre est algebrique sur 
Q. Done Hom Q _ alg (Q, Q) = Hom Q _ alg (Q, C). L'egalite Aut Q (Q) = Hom Q _ alg (Q, Q) se 
deduit de l'exercice 2. 

(ii) On a Q = Up g Q[x]{P ac i n es de P}. Comme les {Racines de P} sont finis, il suffit 
de montrer que Q[X] est denombrable. Mais 

Q[X] = U„>o{Polyn6mes de Q[X] de degre < n}. 



On peut conclure car 1 'ensemble des polynomes de Q[X] de degre < n est denombrable 
etant en bijection avec Q n+1 (et Q est denombrable). 

(iii) a(i) est une racine de X 2 — 1 done a{i) £ {i, —i}. Si a(i) = i, a coincide avec 
l'identite sur Q © Qi. Cet espace est dense dans Q. Par continuity de a, a est l'identite 
sur Q. Le cas o{i) = —i est traite de la meme maniere. 

(iv) Soit n un entier. Notons d'abord que a/2 est une racine de X n -2 6 Q[-X]- En 
utilisant le critere d'Eisenstein avec p = 2, on obtient que X n — 2 est irreductible sur Q. 
Done e'est le polynome minimal de a/2 sur Q. Soit £ une racine neme de l'unite. Alors 
£a/2 est une racine de X n — 2. Done d'apres l'exercice 1, on a un (unique) morphisme 
de Q-algebre cf> : Q[\/2] — > Q tel que <j>(\/2) = Cv^- Le theoreme de prolongement 
des morphisme donne un plongement de la Q[\/2]-algebre Q dans Q, e'est a dire un 
prolongement <f> de <f) a Q. D'apres (i), <p es t un element de Autcj(Q). On obtient ainsi n 
elements differents de AutQ(Q), et ce pour tout n. Done Auto(Q) est infini. 



